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El incremento de la energia cinética del solido durante el tiempo df es igual al
trabajo de las fuerzas externas:
dWo =M dg,

siendo M.™" el momento resultante de las fuerzas externas respecto al eje de rotacion del
cuerpo.

6°. El movimiento de un solido Ubre satisface las dos ecuaciones diferenciales
siguientes:

a __ pext dLc _ seext
at (mve)=F y Tt-—uec .

Aqui m es la masa del cuerpo; v, la velocidad de su centro de inercia C; F*, el vector
resultante de las fuerzas externas aplicadas al cuerpo (1.2.5.2°); M™, el momento resultante
de las fuerzas externas respecto del punto C (1.4.1.6°), y Lces el momento del impulso del
cuerpo con relacion a este mismo punto C (1.4.1.7°). La primera ecuacion describe el
movimiento de traslacion del cuerpo libre con la velocidad de su centro de inercia (1.2.5.3°).
La segunda ecuacion se deduce de la ley de variacion del momento del impulso (1.4.3.1°) y
define la rotacion del solido alrededor de su centro de inercia (I1.1.5.9°).

7°. La energia cinética de un soélido libre puede hallarse basandose en el teorema de
Koenigs (1.3.2.4°);

en el que J¢ es el momento de inercia del cuerpo respecto del eje instantaneo de rotacion
que pasa por su centro de inercia C, y w es la velocidad angular del cuerpo. En el caso
general el eje instantaneo se desplaza en el cuerpo, y el momento de inercia J¢ varia
con el tiempo. La magnitud J¢ permanece constante si el movimiento del cuerpo es plano
(1.1.5.9°).

Ejemplo. Energia cinética de un cilindro circular homogéneo que rueda por un plano
inclinado sin deslizamiento. El movimiento del cilindro es plano: todos sus puntos se
mueven en planos verticales paralelos entre si. El cilindro estd animado de movimiento de
traslacion con la velocidad v, dirigida a lo largo del plano inclinado, y gira alrededor de su
eje (Jo = mR’/2, siendo m y R, respectivamente, la masa y el radio del cilindro) con
velocidad angular w. De la condicion de ausencia de deslizamiento se deduce que la
velocidad instantanea de los puntos de contacto del cilindro con el plano inclinado es nula,
es decir, w = v¢/R. Por esto la energia cinética del cilindro que rueda es:

ch‘___3_m”s
7 —gme

wc=1‘—v§_=
2

§ 1.4.4. Ley de conservacion del momento de impulso

1°. Ley de conservacion del momento de impulso: el momento del impulso de un sistema

cerrado (1.2.2.4°) respecto
de cualquier punto fijo no varia con el tiempo, es decir,

A _0 y L—const

=0y =const.
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Momento
Cuerpo Posicién del eje a de inercia
a
Cilindro hueco de paredes | El efe del cllindro mR*
delgadas, radio R ¥ masa m
Cllindro macizo (disco) de | El eje del cilindro -%-mﬂ'
radio R ¥y masa m s
Esfera maciza de radio R y|El eJe pasa por el centro de ?mR‘
masa m la esfera
Esfera de paredes delgadas de | El eje pasa por el centro de % mR*
radio R y masa m la esfera
Varilla delgada, recta, de)El eje es perpendicular a la 'llﬁm"
longitud  y masa m varilla y pasa por su centro
La misma varilla El eje es perpendicular a la %mtl
varilla y pasa por su ex-
tremo

Tablal 4.1

4°. Reciben el nombre de momentos de inercia centrifugos de un cuerpo con relacion a
los ejes de un sistema de coordenadas cartesianas  rectangulares, las magnitudes
siguientes:

J';y% 5 zy dm= 5 ryD V¥,
(m} (¥)

Fag= S 22dm= S 22D dV,

() &
Tyr= | yzdm= 5 yzD dv,
(m} (V)

en las que x, y y z son las coordenadas de un pequefio elemento del cuerpo de volumen
dV, densidad D y masa dm.

El eje OX se llama eje principal de inercia del cuerpo, si los momentos centrifugos
de inercia J, y J,. son nulos simultdneamente. Por cada punto de un cuerpo se pueden
trazar tres ejes de inercia principales. Estos ejes son perpendiculares entre si. Los
momentos de inercia del cuerpo con respecto a los tres ejes de inercia principales,
trazados por un punto arbitrario O de dicho cuerpo, se llaman momentos de inercia
principales del cuerpo.

Los ejes de inercia principales que pasan por el centro de inercia del cuerpo reciben el
nombre de ejes centrales principales de inercia del cuerpo, y los momentos de inercia del
cuerpo con respecto a estos ejes se dice que son sus momentos centrales principales de
inercia. El eje de simetria de un cuerpo homogéneo es siempre uno de sus ejes de inercia
centrales principales.

§ [.4.3. Ley fundamental de la dindmica del movimiento de rotacién

1°. De las leyes de Newton se deduce que la primera derivada respecto del tiempo ¢ del
momento del impulso L de un sistema mecanico con relacion a cualquier punto fijo O es
igual al momento resultante M, respecto del mismo punto O, de todas las fuerzas
externas aplicadas al sistema:

AL ypext
dt =M
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momento del impulso del sistema con relacion a este mismo eje no varia con el tiempo. Por
ejemplo, si M, = 0, entonces L. = const.
En caso de que el sistema gire alrededor de un eje fijo OZ y el momento resultante de
las fuerzas externas respecto de este eje M. = (), el momento del impulso del sistema
respecto del eje de rotacion no variara con el tiempo:

J,» = const,

donde w y J. son, respectivamente, la velocidad angular y el momento de inercia del
sistema.

Si bajo la accion de las fuerzas internas, y también de las externas, que satisfacen la
condicion M*™ = (0, se deforma el sistema y su momento de inercia .J, varia,
respectivamente aumenta o disminuye la velocidad angular w.

4°, Se llaman ejes libres de un cuerpo, aquellos alrededor de los cuales el solido libre
(1.2.2.3°) puede girar con velocidad angular w constante en ausencia de toda clase de
acciones externas. Esta rotacion del cuerpo se dice que es inercial o libre. Los ejes libres de
un cuerpo coinciden con sus ejes centrales principales de inercia (1.4.2.4°). En el caso
general los valores J; , J> y J; de los momentos centrales principales de inercia del
cuerpo (1.4.2.4°) son distintos. La rotacion libre de un cuerpo de este tipo (por ejemplo,
de un paralelepipedo rectangular homogéneo con aristas de distinta longitud) se efectia en
la practica solamente alrededor de dos ejes libres, correspondientes a los valores extremos
de los momentos centrales principales de inercia, es decir, al mayor y al menor. La rotacién
del cuerpo alrededor de su tercer eje central principal, correspondiente a un valor
intermedio del momento de inercia, es inestable incluso acciones pequefias son capaces de
provocar desviaciones importantes del eje instantdneo de rotacion del cuerpo respecto de su
direccion inicial en el mismo.

Si los valores de dos momentos centrales principales de inercia de un cuerpo son
iguales: J; = J, # J3, la rotacion libre y estable de este cuerpo (por ejemplo, de un cilindro
circular homogéneo (s6lo es posible alrededor del eje libre correspondiente al tercer valor,
distinto de aquellos, del momento de inercia del cuerpo J;. Para un cilindro circular
homogéneo este eje libre es su eje de simetria. Pero si un cilindro largo y delgado se hace
girar valiéndose de un hilo sujeto a su extremo, resultara ser estable la rotacion del cilindro
alrededor del eje libre correspondiente al valor mayor de su momento de inercia. Este eje
libre es perpendicular al eje de simetria del cilindro.
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n
La=2‘ [rimivila.
i=

La eleccion que se haga de la posicion del punto O en el eje a no influye en el valor
numérico de L,.

Observacion. Algunas veces se entiende por momento del impulso de un sistema con
respecto a un eje fijo a, la magnitud vectorial L, = L,i,, en la que i, es el versor del eje
a.

5°. El momento del impulso de un cuerpo con respecto a un punto fijo O, alrededor
del cual gira el cuerpo con la velocidad angular o, es:

L= 5 [r¥] dm= S [r [@r]] dm,
(m) (m)

donde r es el radio vector trazado desde el punto O a un pequeiio elemento del cuerpo de
masa dm, y v=lerles la velocidad de este elemento. Comolr [er]] = Pe — (er)r, las
direcciones de los vectores Ly w, en el caso general, no coinciden:
L=e r*dm— | (er)rdm.
(m) ()

El momento del impulso de un cuerpo sujeto a un punto O y su velocidad angular
coinciden en direccion si el cuerpo gira alrededor de uno de sus ejes de inercia principales en
el punto O (1.4.2.4°)

L=Je,

siendo J el momento de inercia del cuerpo (1.4.2.1°) con respecto a este eje principal.
6°. Los valores M y M* del momento resultante de un sistema de fuerzas con
respecto a dos puntos fijos distintos O y O* estan ligados por la relacion
M= M* + [r *F],

en la que r* es el radio vector trazado desde el origen O al punto O *, y F es el vector
resultante del sistema de fuerzas considerado. Si F = O, entonces el momento resultante
del sistema de fuerzas es el mismo con respecto a cualquier punto fijo: M* = M.
Precisamente esta propiedad la tiene el par de fuerzas, es decir, el sistema de dos fuerzas
iguales numéricamente entre si y dirigidas a lo largo de dos rectas paralelas en sentidos
opuestos. La distancia mas corta d entre las lineas de accion de las fuerzas del par se llama
brazo del par. El momento de un par de fuerzas esta dirigido perpendicularmente al
plano en que se hallan las fuerzas, y su modulo es M = Fd, siendo F el mdédulo de cada
una de las fuerzas del par.

El momento resultante M., respecto del centro de inercia C de un sistema mecanico
(1.2.3.3°), de todas las fuezas que actiian sobre dicho sistema, esta ligado con el momento
resultante M de este mismo sistema de fuerzas con respecto a un punto fijo O, por la
relacion

M= M¢ + [rc Fl,
en la que rc es el radio vector trazado desde el origen O al punto C, y F es el vector
resultante del sistema de fuerzas.

7°. Los valores del momento del impulso de un sistema mecanico respecto de su centro
de inercia C para el movimiento absoluto de los puntos con las velocidades v; (es decir,
con relacion a un sistema inercial de referencia fijo) y para su movimiento relativo con las
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Capitulo 1.4. Dinamica del movimiento de rotacion

§ L.4.1. Momento de fuerza y momento de impulso

1°. Para caracterizar la accion mecanica externa ejercida sobre un cuerpo que hace que
varie su movimiento de rotacion, se introduce el concepto de momento de fuerza. Se hace
distincién entre momento de fuerza con respecto a un punto fijo y con respecto a un eje
fijo.

El momento de una fuerza F con respecto a un punto fijo O (polo) es una magnitud
vectorial M igual al producto vectorial el radio vector r trazado desde el punto O al punto
A de aplicacion de la fuerza (fig. 1.4.1), por el vector de la fuerza F:

M = [rF].

El moédulo del momento de la fuerza es M = Fr sena=F[ donde « es el angulo entre
los vectores ry F, y [ = r sena es la longitud de la perpendicular OB (fig. 1.4.1) bajada
desde el punto O a la linea de accion de la fuerza. La magnitud / se llama brazo de la filerza
con respecto al punto O. Si el punto de aplicacion de la fuerza F se traslada a lo largo de su
linea de accion, el momento M de la fuerza con respecto a un mismo punto fijo O, no varia.
Si la linea de accion de la fuerza pasa por el punto O, el momento de la fuerza con
respecto a este punto es nulo.

FIG. L&d.

2°. Se llama momento resultante de un sistema de fuerzas con respecto a un punto, fijo O
(polo), el vector M igual a la suma geométrica de los momentos de las n fuerzas del
sistema con respecto al punto O:

n
M=, [riFil,
i=1

donde rj es el radio vector trazado desde el punto O al punto de aplicacion de la fuerza F;

De la tercera ley de Newton (1.2.5.1°) se deduce que los momentos, respecto del polo O, de
las fuerzas internas de interaccion de los puntos materiales del sistema, se compensan de
dos en dos:[r;F, ]=—r,F,;]. Por consiguiente, al calcular el momento resultante de las

fuerzas hay que tener en cuenta solamente las fuerzas externas que actilan sobre el sistema
mecanico que se considera.

3°. Se da el nombre de momento de una fuerza F con respecto a un eje fijo a a una magnitud
escalar M, igual a la proyeccion sobre este eje del vector M del momento de la fuerza F con
respecto a un punto arbitrario O del eje a. El valor del momento M, no depende de la
posicion que se elija del punto O sobre el eje a.

Observacion. A veces se entiende por momento de una fuerza con respecto a un eje
fijo @ la magnitud vectorial M, = M,i,, donde i, es el versor del eje a. El vector M, es la
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